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Druckerh6hung und Wirmeleitfihigkeit in einem zylindersymmetrischen Wasserstoff-
plasma im axialen Magnetfeld unter Beriicksichtigung von Thermokriften

J.RaepER und S. Wirtz

Institut fiir Plasmaphysik, 8046 Garching bei Miinchen

(Z. Naturforsch. 23 a, 1695—1706 [1968] ; eingegangen am 13. August 1968)

The pressure increase and total thermal conductivity are calculated for an infinitely long hydro-
gen plasma column in an axial magnetic field. The calculations, which are based on the first and
third moments of the Boltzmann equations for atoms, ions and electrons, are carried out under the
assumption of local thermal equilibrium. Numerical results are given for magnetic fields up to
150 kG, temperatures to 10% °K and external pressures ranging from 10® to 105 dyne/cm2. Com-
parison of these results with previous calculations, which neglect thermal forces, shows that they
cause an increase of pressure also in the completely ionized plasma and therefore modify the

thermal conductivity indirectly.

Uberlagert man einer zylindersymmetrischen Bo-
genentladung ein homogenes, axiales Magnetfeld, so
verursacht dieses einen Anstieg des Gesamtdruckes
vom Bogenrand zu den heiflen Zonen im Inneren
hin. Die Ursache dafiir sind radial nach innen ge-
richtete Krifte, die aus der Wechselwirkung des
Magnetfeldes mit azimutalen Strémen resultieren.
Diese kann man im Bereich teilweiser Ionisation im
wesentlichen auf die gemeinsam nach auflen diffun-
dierenden Ionen und Elektronen (ambipolare Diffu-
sion) zuriickfiihren, die durch das Magnetfeld in zu-
einander entgegengesetzten Richtungen azimutal ab-
gelenkt werden. Die Ergebnisse der von WiENECKE !
durchgefiihrten Rechnungen fiir diesen Fall werden
durch Messungen von DoBeLE? an einem Wasser-
stoffbogen im Bereich teilweiser Ionisation bestatigt.
Bei vollstindiger Ionisation ergibt diese Theorie
einen konstanten Druck, da dann der ambipolare
Diffusionsstrom verschwindet. Dagegen liefern Mes-
sungen von Grassmany, KiiBer und Wurrr? an
einem Heliumplasma und von Magnn, RiNeLER und
ZaxkL? an einem Wasserstoffplasma auch im Be-

reich vollstindiger Ionisation eine weitere Zunahme
des Druckes mit der Temperatur. Der Grund dafiir
sind wiederum azimutale Strome, die im vollioni-
sierten Plasma allerdings durch den Einflu des Ma-
gnetfeldes auf die Thermodiffusion, den Nernst-
Effekt (proportional zu \/T x B), verursacht wer-
den.

Ziel dieser Arbeit ist die Berechnung des Druck-
aufbaues und des radialen Wéarmestromes in einem
zylindersymmetrischen Wasserstoffplasma unter Be-
riicksichtigung der Thermodiffusionseffekte in den
Momentengleichungen der Plasmakomponenten im
Temperaturbereich von 6-10% — 10® °K.

1. Grundgleichungen und Annahmen

Als Ausgangspunkt dienen die von FeneBErc®
angegebenen Gleichungen fiir das erste und dritte
Moment der Boltzmann-Gleichungen eines Dreiteil-
chensystems aus Neutralteilchen, Ionen und Elektro-
nen.

1. Moment:
N po= — mg ng ¥oi (Vg — ;) +mene veg (Ve — V) + 5kT Vi S — 5kTv0‘S°+5kT S., (1a)
3 m m

Vpi—nie(E+v;xX B) = —m;n; v (Vi — Vy) +me ne vei (Ve — ;) — Sk;"’else—Sle vio Si + SkTVol S,

(1b)
3m

vpe‘l'”ee(E‘i‘veXB) =_mene"’e0(ve"“vo) — Mg Ne Vei (Ve — ;) + Sk;' Vei Se — SkT Veo Ses (1c)
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3. Moment:

;' 71;0_— V (kT) = = *p;* v (Vg — V) +8;(0,825 vig) — 8 (0,8 749 + 0,825 vg3), (2a)
2" rlr)zl’ V(kT)-8Six & = — ’ZL vio (Vi =) — Si(0,4 ;i + 0,825 vig) +8(0,825 r;), (2b)
3P T (RT) +8.x @ = — B veg (De— V) +§ peves (Ve — ) — Se(1,3ve0) — Sevai(1,3+3V2) . (20)

Sy, Si, Se sind die Warmestromdichten der Atome,
Ionen und Elektronen.

Q- B=22h_on
mi mj

und w="B=2h_uh
me me

sind die Gyrofrequenzen der Ionen und der Elek-
tronen. Die Formeln fiir die verschiedenen Stoffre-
quenzen » fir Impulsaustausch sind in der Zusam-
menstellung der im folgenden verwendeten Abkiir-
zungen am Ende der Arbeit angegeben.

Die Gln. (1 a) bis (2c) wurden unter folgenden
Voraussetzungen abgeleitet, bzw. enthalten folgende
Niaherungen:

a) Alle Vorginge sind stationdr.

b) Die Abweichungen vom thermodynamischen
Gleichgewicht seien so klein, dafl die Transportglei-
chungen in guter Ndherung linear sind.

c) Alle Teilchensorten haben die gleiche Tem-
peratur.

d) Der Druck wird isotrop angenommen.

e) Die Gleichungen gelten nur fiir nicht zu kleine
w1y (07e>1), d. h. sie stellen nur fiir Transport-
vorgdnge senkrecht zu einem starken Magnetfeld
eine gute Naherung dar.

f) Unelastische Stofle werden in den Momenten-
gleichungen nicht beriicksichtigt.

g) Fir die Stofle zwischen Wasserstoffatomen
und -ionen wird der StoBquerschnitt, der nur zu
Richtungsdnderungen fiihrt, gegen den Umladungs-
querschnitt vernachlissigt. Dieser ist fiir Stofle von
Atomen mit ihren Ionen besonders grof3, da dabei
ein Resonanzeffekt auftritté. Der Umladungsquer-
schnitt Q;p wird konstant gesetzt. Das ist fur Wasser-
stoff in dem Temperaturbereich, in dem er wesent-
lich ist (etwa 6000 — 20 000 °K), eine gute Nihe-
rung 8. Der Faktor 16 in der Formel fiir Q; ge-

6 E. W. McDanier, Collision Phenomena in Ionized Gases,
John Wiley & Sons Inc., New York 1964.
7 N. T. Grier, NASA TN D-3186.

geniiber dem Faktor 8 bei Qg tritt auf, weil der
Umladungseffekt zu einem Impulsaustauschquer-
schnitt fiihrt, der in guter Naherung doppelt so grof3
ist wie der Umladungsquerschnitt Q; °.

h) Die StoBquerschnitte fiir Impulsaustausch Qy
und Qe) werden konstant gesetzt.

i) Der Einflul des Magnetfeldes auf die StoB-
prozesse geladener Teilchen wird vernachldssigt,
d. h. der Larmor-Radius mufl wesentlich grofBer als
die Debye-Lénge sein.

Die Bewegungsgleichung des gesamten Plasmas

‘ Vp—jxB=0 (3)
mit

P =Po tPit+Pe=Po+PL
ergibt sich als Summe der Gln. (1a), (1b) und
(1c).

2. Berechnung des Druckverlaufes p(T)

2.1. Elimination der Wirmestrome S, , S; und S,
aus den Momentengleichungen

Um den Druckverlauf p(T) berechnen zu kén-
nen, werden die Warmestrome S,, S; und S. aus
den Gleichungen fiir die dritten Momente (2a),
(2b) und (2c¢) ausgerechnet und in die Impuls-
bilanzen (1a), (1b), (1c) eingesetzt. Die Gl. (2¢)
hat die Form:

O)Sexh+;l~fse= —-A

] 5 p P
mit A=f2* mZ'V(kT) + ze’Veo(ve—vo)
— 4 pe Vei (Ve — V)
und 3 =1,37+ (1,3 + 3 V2) .

Te

Zerlegt man die Vektoren S, und A in ihre Anteile
Seii, ScL bzw. Ay, A parallel und senkrecht zum

8 R. S. Devoro, wird veréffentlicht.
? A. Darcarvo, Phil. Trans. Roy. Soc. London A 250, 426
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Magnetfeld B, so erhilt man nach kurzer Rechnung:

Sel= -7 A, (4a)
Te wTe2
Sel= - T ALt i@ AXh.  (4D)

S, aus Gl. (2 a) ausgerechnet und in Gl. (2b) ein-
gesetzt ergibt:

+8-Q8ixh=-C

. _ 5 pi To
st c=1=2 (1+m>V(kT)-
+ ’l.;i” Vio (1 — ;1‘;*) (vi—v,)
und = 0,47;+0,8257 — 0,825 vy -
Ti Tio
— ,,1,V + ,1 V0
Tij Tio  Tio Toi |

Damit erhalt man:

Sii=-1,Cy,
SiL=-

(5a)

oy (5b)

Ti
@ L Tr@np: Cxk-
Setzt man die Warmestrome S;, S; und S, in die
Impulsbilanz (1c) der Elekironen ein und verwen-
det die Zustandsgleichung p,=n, kT (2=0, i, €),
so ergibt sich:
vpe+nee(E+veXB)
= — Qe Ve0[ a1 (Ve — V) 1| +a3(Ve— D) L
+a3(Ve—0y) X h +a," (Ve —3) | +a5" (Ve—0;) L
= ag’(ve - vi) X h] — Qe Vei[yl (Ve — vo) Il
+72(Ve—y) L +73(Ve—vy) xXh (6)
+71 (W —0) 11 + 72 (Ve — 1)) 1
+73 (We—0;) XR) +0eveoa,” Vi T +a," /1L T
+a3” VT x h] +@eveily,” T
+7" V1T +y5” VT x h]
mit den Abkiirzungen:
a,/=0,3 1,7,
ay’ = 0,3 ke ve;
a3 = —0,3kevew1,,
71, =1- 0,9 Te Vei s
72, =1- 079 ke Vei »

ay=1-0,17.7g,
ag=1-0,1Fkeve,
ag= 0,1 ke vepw 7,
71= 0,37 Ve,
Vo= 093 ke Veo »

3= —0,3ke Vg0 7o, y3 =09k Vw1,
Te
ke = 1+ (w7e)?’
a”_,l,,it 7= -3a",
1. = 9 m L ’” ’”
S v = —3a
2 2 o
I/_l k l: N 44 44
B2 = g me e 73 = —3ag .
7 l k
ag =—‘2’;,;e”kewh,
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Fihrt man ein Zylinderkoordinatensystem (r, ¢, z)
ein, dessen z-Richtung mit der Richtung des Ma-
gnetfeldes (B, h) zusammenfallt, so kann man Gl.
(6) ubersichtlicher schreiben:
Vpe+nce(E+v.xB) )
= —0c Ve (Ve —Vg) —Ce¥e0 @ (Vo—Vy)
— Qe Vei Vr(rve — V) — 0 'f'f’i ?" (v, —vj)
+ Qe Veo o' /T + Qe Vei 7” VT,

, ==y = = = .
wobei a, a’, a”, v, ¥, " Tensoren sind.

(6a)

Beispielsweise lautet die Matrix von a:

a, ag 0
—ag a 0 |].
0 0 a,

Diese Schreibweise zeigt, daBl die Reibungskrifte
zwischen den verschiedenen Teilchenstromen und
die Thermokrifte im magnetisierten Plasma schief
zu den entsprechenden Relativgeschwindigkeiten
bzw. zum Temperaturgradienten stehen.

Fir die Ionen und Neutralteilchen ergeben sich
Gleichungen analog zu (6) bzw. (6a), die hier
aber nicht wiedergegeben werden, da es fiir die wei-
tere Rechnung giinstiger ist, die Relativgeschwin-
digkeiten v.—v,, V;—v, und v.—v; durch die
Schwerpunktsgeschwindigkeit v des Plasmas, durch
die Schwerpunktsgeschwindigkeit v;, der Ladungs-
trager und durch die Stromdichte j auszudriicken.

Aus oL VL, =ne me Ve + n; m; V5,

PV =LV, +nymy0,,

np=ne=ni=—n,

j=ne(vi—v.)
folgen die Gleichungen:
n+

n mi J
Vo= V= noo(vL—v)—’”’lf;, (7a)
n+n, me J
Vi—Vy=" *(oL—-v) + ’m"z’ B (7b)
J
Vi— V= en” (7¢)

Beriicksichtigt man noch m¢/my~m./m; <1, so er-
hédlt man die Impulsbilanzen der Ionen und Elek-
tronen in der Form

Vpi—ne(E+v;xB)
=g1(VL—V) 1+ 82 (VL— V) L +g5(V.— ) xh
+hji+bjL+ljxh +k N1 T+k N/ 1T
+ky\/Txh, (8)
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Vpe+ne(E +v.xB)
=dy (V. — V)| +dy(VL-V) L +d3(v.—V) xh
+hiit+fir+fixh +e,ViT+e; /1T
+e3\VT xh. (9)
Die Koeffizienten d,, e,, f., k., [, sind am Ende
der Arbeit zusammengefal3t. Addition der Gln. (8)
und (9) ergibt schliefilich:
VpL—jxB=
=a; (VL — V)| +a3(V,— V) L +a3(v.—v) xh
+byji+bajL+bgfxh +c;ViT+e, VLT

+¢; VT xh (10)
mit
pPL=pe+pi=2pe,
aa=da+ga7 ba:fa""laa Ca=6a+ka9
a=1;2,3.

2.2. Aufstellung der Differentialgleichung fiir den
Druckverlauf p(T) in einer zylindersymmetrischen
Plasmasdule

Fir die besonders einfache Geometrie einer zylin-
dersymmetrischen Plasmasiule (3/3z=0, 3/d¢ =0)
laf3t sich mit den vorliegenden Gleichungen allge-
mein der Druckverlauf p(7T) berechnen, wenn man
noch das Magnetfeld eines eventuell in z-Richtung
(Richtung des angelegten, homogenen Magnetfeldes)
fliefenden Stromes gegen das duBlere Feld vernach-
lassigen kann. Wegen der Zylindersymmetrie ver-
schwinden die axialen und azimutalen Komponen-
ten von \/p und /7T und die radiale Komponente
von v. In dem Zylinderkoordinatensystem (r, ¢, z)
besitzen die vorkommenden Vektoren die Kompo-
nenten:

B(0,0,B), \/p(3p/3r,0,0), \/T(3T/3r,0,0),
v(0,v,,v:), VL(vLr;vLe, VL),

E(E,,0,E,) j(0,j,,j.)

[VXxE=0=E,=0], [V:j=0=j=0].
Mit den r-Komponenten der Gln. (3), (10)

3p .
ar e B
3p . s T
”arL' —JjyB=asvy, +a3(va_vw) +bsj,+co 3r
und P=pPo+PL
ergibt sich:

Spo

; arT
— T =% vy +ag(vee —v,) +bgjut+ca - (11)

J.RAEDER UND S. WIRTZ

Fiir die benotigten Geschwindigkeitskomponenten
vy, und vp, ergeben die @-Komponenten der Gln.
(8) und (9) die beiden Gleichungen:

y T
—nerLr=d2(vav—vw) "ds er+f2 Jo —€3 3T’

; 3
neBuvy, =g (vLy—vy) —g3vLr+l2jo— ks 'a’g

oder
’ ; oT
d2(vL'1’—vW)_d3 ULr +f2]q,—e3'a;:0’
’ . T
g2(qu;—vw) —93 VLr +l2]q;—k3 al‘ =0

mit dy =dy—neB und gy =g;+neB.

Aus diesen Gleichungen erhilt man:
_ (ydy—f595) Jot (e 92—ky dy) LQT/a’

TR 12a
i dy g5 —dy’ g, ( )
und v, — v,
— (8 da'_fz 95) ot (eg 93’—kg.ﬂs/) -3T/or (12b)
dy g5’ —dy' g

Setzt man diese Beziehungen in die Gl. (11) ein,
so erhilt man die Differentialgleichung:

3p, . T
*;0 +D]¢+F*87=0 (13)

3
mit
D= b3 s Ll?d?__f??%)ﬂss_l?,d&l— f2 95") ,
g5’ dy—d3’ g»
F ay (kg dy— ey gs) +a3 (kg dy' —e3 go)
=Cy— —— ;7 - .
B 95 da—dg’ g»

2.3. Berechnung des Druckverlaufs p(T)
bei Giiltigkeit der Saha-Gleichung

Setzt man in Gl. (13)

.13
I+= B 3
ein, so erhilt man:
3po D 3p _87;
BT BB T O (14)

Aus Gl. (14) kann man p(T) bestimmen, wenn
man p, und B als Funktionen von p und T kennt.

Aus der Saha-Gleichung

i2 2 me) 2 (k T) 2Z; Ei
'I;; =8(T) = ('**"S)hf(**)ﬂ~ 2, ¢XP (—— Tc'T> (15)
und
P=pPo+2pi
folgt:
Po=P+2S-2VpS+S2=py(p,T), (16a)
pi=VpS+S—-S=pi(p,T). (16b)
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Daraus erhilt man durch Differentiation:
_ ?Eo) (,apo)
1302

3s
VP pietn) 37

Po

"~ potpi

VT. (17)

Die j@-Strome schwichen das duere Magnetfeld
B, . Der dadurch verursachte Abfall von B zur Achse
hin sorgt gerade fiir das Gleichgewicht mit dem nach
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Da der letzte Term der Gl. (19) bei der gegebenen
Geometrie verschwindet, kann man die verbleibende
Gleichung leicht integrieren und erhalt:

B(p)®=B¢*+2 uy(pa—p), (20)

B, bedeutet dabei die duBere magnetische Induktion,
pa den Gasdruck auferhalb der leitfahigen Zone.

Da T eine umkehrbar eindeutige Funktion des
Radius r ist, kann man schreiben:

innen ansteigenden Druck. Aus Gl. (10) und S dp OT 0
VxB=uyj (18) ar dr ar’ (21)
folgt Unter Verwendung der Gln. (13), (17), (20) und
1 B2 1 (21) erhalt man schlieBlich fiir p(7T) die Differen-
Vp= - ty \Y (72'7) + o (BV)B. (19) tialgleichung:

p2S—2VpSES A prs—ypSES

dp_ _ VpS+S$*—S dT  p+2S—2)pS+S?
ar - p+S— Vﬁ;gz D S f(p’ T). (22)

1+

Als Anfangstemperatur bei der Integration der Gl.
(22) wird Ty = 6-103 °K gewihlt, bei der praktisch
schon alle Wasserstoffmolekiile dissoziiert sind,
wihrend die Ionisation noch nicht begonnen hat.
Aus Gl. (22) kann man den Druckverlauf bis
auf die Integrationskonstante fiir den Grenzfall voll-
stindiger Ionisation (p,/p—0) und starker Wir-
kung des Magnetfeldes (® t,>>1) bestimmen:

LUK

b 4T p~T™" (23)

Zum gleichen Ergebnis fiihrt die Beriicksichtigung
“der z. B. von Bracinsky 1? angegebenen Thermokraft
in den Impulsbilanzen der Ionen und Elektronen.
Bei der numerischen Integration der Gl. (22)

werden folgende Zahlenwerte verwendet:

Qu= 8,6-10716 cm?,

Q=46 -10716 cm?,

Q=16 -10"%cm?,

E;=13,54€V.

Da der StoBquerschnitt Qg nur im Bereich schwa-
cher Ionisation eine Rolle spielt, wird der von Vax-
DERSLICE, WEISsMAN, Mason und Farron!! berech-
nete Zahlenwert bei 7 = 7000 °K verwendet.

Der Umladungsquerschnitt Q; beherrscht den
Transport von Ionisationsenergie. Der verwendete

10 S, 1. Bracinsky, Soviet Phys.-JETP 6, 358 [1958].
11 J, T. Vanpersrice, S. Werssmany, E. A. Masox u. R. J. Far-
Lox, Phys. Fluids 5, 155 [1962].

p+2S—2YpS+s®

VB2 +2 1y (pa _7P)7

Zahlenwert (T =13000 °K) von Devoro® basiert
auf Rechnungen von Davcarno ? und stimmt inner-
halb von 17% mit dem von Grier7 angegebenen
Wert iiberein.

Fir Q¢ wurde der von Devoro® fiir 7 =13 000
°K angegebene Zahlenwert verwendet. Dieser theo-
retische Wert wird anndhernd durch Messungen von
Kuax und MoTrscamaNy 12 und von Benringer, KoLL-
MAR und MENTEL '3 bestatigt.

Die Annahme konstanter Werte fiir Qg und Qe
beeintrichtigt die Genauigkeit der Ergebnisse kaum.
Die numerischen Resultate sind sehr unempfindlich
gegeniiber Anderungen der Zahlenwerte fiir Q, und
Qeo - Die Griinde fiir dieses Verhalten sind:

a) Der Temperaturbereich oberhalb von 6000 °K,
in dem (), eine Rolle spielt, ist nur schmal, da die
Ionisation beginnt.

b) Der Transport von Ionisationsenergie wird
von Qj beherrscht, wihrend Qg praktisch keine
Rolle spielt.

c) Die Stollfrequenz der Elektronen wird auch im
Bereich teilweiser Ionisation hauptsdchlich durch
den groflen Coulomb-Querschnitt bestimmt.

Parameter bei der Integration sind die &uflere
magnetische Induktion B, und der Auflendruck p, .

In den Abb. 1—3 sind die Druckverldufe iiber
der Temperatur fur verschiedene B, mit p, als Para-

12 V. Kuny u. H. Mortscumany, Z. Naturforsch. 19a, 5 [1964].
13 K. BenriNger, W. Korrmar u. J. Mexter, wird veroffent-
licht.
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meter aufgetragen. Je hoher der Auflendruck ist,
um so geringer wird die bei gleichem Auflenmagnet-
feld und gleicher Temperatur erreichte relative

P
[dyn/cm?]

108

5
10 v
- /|
10° j

10° 10* 10° 108
—_— T [°K ]

Abb. 1. Druckverlauf p(7) fiir pA=103 und 10* dyn/cm? bei
By,=10 kG [p(T) fiir po=10% dyn/cm?® wurde nicht berech-
net, da w 7e im Ionisationsbereich zu klein ist].

i

106 A
-

P
[dyn/cm?]

N

105 A

o Y

10° j

103 104 10° 10°
— = T [°K]

Abb. 2. Druckverlauf p(7) fiir pA =103, 10* und 10° dyn/cm?
bei By=50 kG.

J.RAEDER UND S. WIRTZ

P
[dyn/cm?]

. L

105 i)

104 j

103 j

103 10¢ 10° 108
— T[°K]

Abb. 3. Druckverlauf p(T) fiir pA=103, 10* und 10° dyn/cm?
bei B,=150 kG.

Druckerhohung. Die Ursache hierfir ist die Ab-
nahme der mittleren freien Wegldnge mit steigen-
dem Druck, die den Einflul des Magnetfeldes ver-
ringert.

Die Erweiterung der Rechnungen von WiENECKE !
um den Einflu} des Nernst-Effektes fithrt zu einem
weiteren Anstieg des Druckes auch bei vollstindi-
ger lonisation. Um den Einflufy der Thermodiffu-
sionseffekte auf den Druckaufbau im teilweise ioni-
sierten Wasserstoffplasma zu untersuchen, wurde
die Gl. (22) unter Verwendung der von WIENECKE
benutzten Zahlenwerte fiir Q¢ und Qj integriert.
Zum Vergleich sind die Druckverldufe nach dieser
Rechnung und die Ergebnisse von WieNecke fiir
By=10kG und 50 kG bei py=5-10%dyn/cm?® in
Abb. 4 aufgetragen. Man erkennt, daf} die Thermo-
krafte im Bereich teilweiser Ionisation den Druck-
aufbau nur wenig beeinflussen.

3. Berechnung der Wirmeleitfahigkeit

3.1. Der Wirmestrom senkrecht zum Magnetfeld
durch Transport von thermischer Energie

Fir den Gesamtstrom thermischer Energie senk-
recht zum Magnetfeld erhilt man aus den Gln. (1 a),
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+§Peveike(ve_vi)l+ 'Zpeveikewle(ve_vi) xh
— $Pe Veo ke (Ve —Vy) L +%Pe veg ke 0 T, (Ve —Vy) X h

— %pe [ki Vio (1 + ::;) (1 - :::’) —Viofo] (vi—vy) L
—gpek ‘Vlo.- (1+i‘;—)(1~%‘,’{)(vi—vo)xh.

Die ersten beiden Summanden auf der rechten Seite
von Gl. (24) stellen den nur durch die thermische
Teilchenbewegung verursachten Wairmestrom dar
(Kontaktwéarmeleitung) . Fiir den zweiten, durch das
Magnetfeld verursachten Term (~ \/T xh) kann
man fiir ein vollionisiertes Plasma aus einer Ionen-
art und Elektronen eine einfache physikalische In-
terpretation geben.

Durch ein Flichenelement in der Ebene B, \/T
(Abb. 5) fliegen im Mittel von unten nach oben
schnellere Teilchen als in umgekehrter Richtung, da
sie aus einem Bereich groBerer Temperatur kom-
men. Wenn die beiden Teilchenstrome (~n'v) sich
gegenseitig kompensieren, so konnen sich die bei-

108 1 . [ PO | | 1 —_
Abb.4. Druckanstieg im Magnet-
P feld mit und ohne Beriicksichti-
[ dyn ] gung von Thermokriften.
cm? | —sokr— |
I — | |
s ,/ —-50 Kl —=—=-—1
19 7  ——— 0 Kr
/
__/ -— -10 Kr -
V/
L
"1/
1 Wasserstoff
P, = 5-10° [dyn/cm?)
mit Thermokrdften
------ ohne Thermokrafte
103 T —e— t T —t T
0 20 40 60-10° [°Kl — T 100
(1b), (1c) und (2a), (2b), (2¢): oF — T
S1=S,L+8iL+8e1L N
5 kpe 5 kpi rq)
- [ka 2 'k’1+rio
5 kpi 1,0,) T 4 5 kp ]
Ty k1(1+7i0 Tio | 2 my 0 VT
5 k
—[— £ Pe ko 0 7o + ——p'k Qn <1+ z°)
me Tio
5 kpi Abb. 5. Zur Interpretation des Warmestromes proportional zu
Ty

den Energiestrome, von der Ordnung n-T-v, nicht
vollig aufheben, sondern es bleibt ein Wéarmestrom
q proportional zu \/T iibrig. Diese Strome haben
fiir Ionen und Elektronen verschiedene Vorzeichen
und flieen senkrecht zu \/7 und B. Da sie parallel
zu den Isothermen flieen, tragen sie nicht direkt
zur Kiithlung des Plasmas und zur Entropieerzeu-
gung bei 14

Die restlichen Anteile von S| werden durch die
Diffusion der verschiedenen Teilchensorten gegen-
einander, d.h. durch deren verschiedene Schwer-
punktsgeschwindigkeiten, verursacht. Da fiir das
hier betrachtete Plasma v, =v., ist, verschwinden
im Warmestrom die zu (V.—7;), proportionalen
Terme. Die restlichen, sich nicht kompensierenden
Teilchenstrome transportieren thermische Energie
und tragen damit zum gesamten Wirmestrom bei.

14 S, 1. Bracinsky, in: M. A. Leontovicr, Reviews of Plasma
Physics, Consultants Bureau, New York 1967, Band 1.
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Ersetzt man in Gl. (24) die Relativgeschwindigkeiten v, —v,, ¥; — v, und v; — v, durch v, v, und j,

so erhalt man:
S1=—-21 V1T
mit

#R1 =%K1l+HK]l + %k L

—%KHVTXh —Rl('vL—

V)L —R,(vp—v) xh —Rsj1—R,jxh (25)

TR TR e a3 2 12
AKH—7ka:i<1+t—$) "" Q4 km’:‘(1+ %)kier —Z—f"m%ke.(he,
Rlzépe e‘gﬂ'[k Voo + ki v,0(1+*)(1—%>—”070}
R2=%pe’i;;p°{ keveo 0 1o+ Ky vm(l—}- )(1—}?)?)011],

- ;pevl; keveoo)re<3yeo _ )—kiviOQri<l+%>(l—{i>].

Fiir vernachldssigbaren Ionisationsgrad (p;=0) ist
%ok die Warmeleitfahigkeit der Wasserstoffatome
fiir das Stofmodell harter, elastischer Kugeln, da
der Wirkungsquerschnitt Q, konstant gesetzt wurde
(1.c*%).

Fir die in Gl. (25) vorkommende Diffusions-
geschwindigkeit der Ladungstriger (v, —v)1 fin-
det man mit der Umformung

Trneof7 () 2 7me

aus Gl. (10):
(v-v) 1 =D d? —Dyd®xh-DI d}
+D5id*xh. (26)
Dabei wurden folgende Abkiirzungen eingefiihrt:
= PG g e 05
D a?+ag® DW— a’+a? ’
T T
DT — izgq_:;az", ﬁ == ngj_sa 2 9 (27 a)
D_ PL) P, e
d v(p + 27 Inp— L jxB,
iy B g
pJL— ixh, (27D)
=V T+ 3 (VInT)xh.  (27¢)
2

Die ersten drei Summanden in Gl. (27 b) geben die
Wirkung des Gradienten der Konzentration, des Gra-
dienten des Gesamtdruckes und der dufleren Krafte
auf die Diffusion des Schwerpunktes der Ladungs-

15 S, Caapman u. T. G. Cowring, The Mathematical Theory of
Non-Uniform Gases, Cambridge University Press 1960.

trager an. Da die Gruppe der Ladungstrager selbst
wieder aus gegeneinander diffundierenden Ionen
und Elektronen besteht, treten in Gl. (27b) dazu
noch die beiden zu j1 und jxh proportionalen
Terme auf.

Die zu D und Dy proportionalen Terme in Gl.
(26) stellen die normale Diffusion und die Terme
proportional zu DT und Dj die Thermodiffusion
dar. Entsprechend diesem Ergebnis und der Gl
(25) kann man den Wirmestrom S| aus drei An-
teilen zusammensetzen:

S1=S1k+Sip+Sip; (28)

Sk ist der Warmestrom durch Kontaktwarme-
leitung,

Sip ist der Warmestrom durch normale Diffu-
sion,

Sitp ist der Warmestrom durch Thermodiffusion.

Da im folgenden nur noch die r-Komponenten der
Warmestrome behandelt werden, wird der Index
»7'* nicht mehr geschrieben.

Fiir Sk erhilt man aus Gl. (25):

orT or

SK=_‘AKJ~€;:_KK>87' (29)

Fir Sp ergibt sich aus den Gln. (25), (26), (27 a)

und (27b):

R op .
Sy ay® -l-las 2 aro + (a2 by — a3 by) ]W]
R, dp . .
+ E_*_Za:z [aa 'é’,o* + (a3 by + ag by) ]w] — Ry jo.
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Mit den GIn. (3), (17) und (21) kann man dieses

Ergebnis umformen:

T
Sp=—np (30)
. Po® R, a;+R,a; dS
7p = — =
it D™ pilpe+p)  al+a? dT
(R @sbi—arby R abitasdy
B a®+as? B a2+ ay®
Ry Py @ Rita 32] dp
B T pete attar |ars BD

Stp laBt sich mit Hilfe der Gln. (25), (26) und
(27 c) ebenfalls in der fiir Warmestrome gewohn-
ten Form schreiben:

T
Stp = —%1p Br (32)
mit
s — By 3 63t ay 64 —R, G3C2— 02 C3 (33)

a,’+ay’ a2 +a?
Es ergibt sich also, dal der gesamte radiale Warme-
strom proportional zu OT/Or geschrieben werden
kann:

S= — (%x + %p + #Tp) 8T/8r. (34)

3.2. Der Energiestrom senkrecht zum Magnetfeld
durch Transport von Enthalpie

Zu dem aus den Momentengleichungen berech-
neten Strom thermischer Energie tritt im Ionisa-
tionsbereich ein weiterer Anteil. Wegen der Auf-
nahme der Ionisierungsenergie und der Vergrofe-
rung der Teilchenzahl tragen die nach auflen dif-
fundierenden Ladungstréger einen groBeren Enthal-
piestrom als die nach innen diffundierenden Atome.
Fir das zylindersymmetrische Plasma ist auch die-
ser Energiestrom proportional zu 9T /Or:

WR= —%R'aT/ar. (35)

Die von WieNEcke ¢ durchgefithrte Berechnung der
Reaktionswarmeleitfahigkeit #g soll nun noch durch
die Beriicksichtigung der Thermokréfte in den Mo-
mentengleichungen ergédnzt werden. Diese iiben einen
direkten Einflufl durch die Modifizierung der Diffu-
sionsstrome aus. Dazu kommt noch ihre indirekte
Auswirkung auf den Ionisationsgrad und die freien
Wegliangen durch die Anderung des Druckverlaufes
p(T).

Die Enthalpien pro Masseneinheit sind:
ho=3kT/mg+ Dy[2 m,,
hi=3kT/m; + E;/m;+ Dp[2 m,,
he=3kT[m,.

(36)
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D,, = Dissoziationsenergie des Molekiils,
E; = lonisierungsenergie des Atoms.

Mit den Bedingungen der Quasineutralitit, der
Stromlosigkeit in r-Richtung und m;=~m, erhalt
man die radiale Enthalpiestromdichte:

Wr=ne(BkT+E) (v, —v), = —xg-3T/3r. (37)
Mit den Gln. (17), (21), (26), (27 a), (27b) und

(27c¢) kann man die Gl. (37) in die gewiinschte
Form nach Gl. (35) bringen und erhalt:

|

e e (i +£l,)[w @ p’ dS

R=Pel"s " %7/ |a+a;® pi(po+p) dT (38)

+<A1, Gb—tby seytayey a4 po,,) EB]
B a?+as? a®+ay? a’+as® py+pi/ dT ]

3.3. Die gesamte Wirmeleitfihigkeit von Wasserstoff

Der gesamte Energiestrom W in radialer Rich-
tung betrégt:

W=S+Wgr=

= — (kg +x%p + %rp + #R) aafj‘ =—x5, - (39)
Beim Ubergang zur praktisch vollstindigen Ionisa-
tion verschwinden die Warmeleitungskoeffizienten
#0K » #rp und »g . Fiir Temperaturen oberhalb von
2-10* °K gehen xox und #rp wie p,7, gegen Null,
wobei xpg immer etwa um eine Zehnerpotenz gré-
Ber ist als »qp .

Wenn die Temperatur so hoch ist, dal » 7, und
Q1; grof} gegen 1 sind, dann dominiert die Kontakt-
wiarmeleitfahigkeit der Ionen iiber die der Elektro-
nen, da diese wegen ihrer groBeren Gyrofrequenz
starker durch das Magnetfeld gebremst werden. Fiir
#ig und %.x erhilt man folgende asymptotische Ver-
liufe (27, w7, >1):

o, 5Pk 1 1Ind
“iK 2 mi %71 Q T1°
5 pek 1 mj i 2 1
KK e @tte  mevowt ME— T3 k- (40)

Fiir o 7, > 1 kann man auch fiir #p, einen einfachen
asymptotischen Verlauf angeben. Man erhalt aus den
Gln. (23) und (31):

Bk L B,

#p=—1,2
D 2 me (l)zfe

(41)

Bemerkenswert an Gl. (41) ist das negative Vorzei-
chen von xp, welches ausdriickt, daf3 die Wechsel-
wirkung der azimutalen Strome mit dem axialen

16 R. Wienecke, Z. Naturforsch. 19 a, 675 [1964].
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Magnetfeld einen Transport von Warme in Richtung
des Temperaturgradienten, d. h. in das Plasma hin-
ein verursacht. Diese Verminderung der gesamten
Warmeleitfahigkeit spielt allerdings nur eine ge-
ringe Rolle, da #p nur von GroBenordnung des #.x,
also klein gegen x;x , ist.

Aus Gl. (40) erkennt man, dafl % bei hohen
Temperaturen schwiicher als mit 1/7 abfillt, da
In A langsam mit 7 zunimmt.

In den Abb. 6, 7 und 8 sind die, unter Verwen-
dung der nach Abschnitt 2.3. bestimmten Druckver-
laufe, berechneten Waéarmeleitfahigkeiten fiir ver-
schiedene magnetische Induktionen B und Aufen-
drucke p, aufgetragen. Bei den Rechnungen wurden
die schon in Abschnitt 2.3. angegebenen Werte fiir
Qoo > Qio s Qeo und E; verwendet.

Bei Temperaturen von einigen 10* bis 105 °K
durchlauft die Wairmeleitfahigkeit ein Maximum.
Die Ursache dafiir ist der geringe Einfluf} des
Magnetfeldes auf die Bewegung der Ionen fiir
(27)2<1 und die starke Bremsung fiir grofle
Q7. Jenseits des Maximums miindet die Kurve
fur » allmahlich in den asymptotischen Verlauf pro-
portional zu In 4/7T nach Gl. (40) ein.

In Abb. 9 sind die verschiedenen Anteile von x
fiir pa=5-10® dyn/cm?® und By=50kG aufge-

x’
el

’10‘
W\
104
\3
4

10 \

Pa [dyn/cm?]

\>

10°

10° 10% 105 108
— T[°K]
Abb. 6. Warmeleitfahigkeit » (T) fiir po=10% und 10*dyn

cm? bei By= % ur pA= yn/cm? wurde nicht
2 bei By=10 kG [x(T) fi 105 d = de nich
berechnet, da @ 7 im Ionisationsbereich zu klein ist].
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x
[ erg ]
°K cm sec
‘ 108
PR, [dyn/em?]
0% N /]
1 \ \/ 105
\/\/_\ 10*
10¢ AN N
10°
10° "
10° 10* 10° 10

=== T [°K]

Abb. 7. Wirmeleitfihigkeit » (T) fiir po =103, 10* und 10°
dyn/cm? bei By=50 kG.

r

[ erg ]
°K:cm-sec

-

Pa[dyn/ecm?]

W
N\

10 Y, \
10°
10°
10° 10% 108 108
—= TI[°K]

Abb. 8. Wirmeleitfahigkeit » (T) fiir po=10%, 10* und 10°
dyn/cm? bei By=150 kG.

zeichnet. Man erkennt den dominierenden Einflufl
von xgr im lonisationsbereich und das starke Ab-
klingen von »pp mit wachsender Temperatur. Ein
Vergleich von »; mit den Resultaten von Wienecke
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1 ( Abb. 9. Die verschiedenen Anteile
|  der Warmeleitfahigkeit »(7T) fiir
pA=>5-10% dyn/cm? und
10° B,=50kG.
w° ]
erg
°K-cm»s] /C
1 ik
10¢
b
10° !
Wasserstoff
py, = 510°[dyn/em?]
B = 50 kI
10?2 . r | .

40

zeigt zwischen den beiden Rechnungen nur geringe
Unterschiede, die im wesentlichen durch die Ver-
wendung verschiedener Wirkungsquerschnitte ver-
ursacht werden.

4. Zusammenfassung

Man kann den Druckaufbau im Wasserstoffplasma
in zwei deutlich voneinander verschiedene Bereiche
trennen.

Beim Ubergang des neutralen zum ionisierten
Wasserstoff steigt der Druck steil mit der Tempera-
tur an, da das axiale Magnetfeld die ambipolare
Diffusion stark behindert. Der Einflul der Thermo-
krafte ist in diesem Temperaturbereich nur gering
(Abb. 5).

An diese Druckstufe schlieit sich der wesentlich
flachere Verlauf proportional zu 7" im vollstindig
ionisierten Wasserstoff an. Dieser Verlauf wird
durch den Nernst-Effekt, d. h. durch die Thermo-
kraft proportional zu \/T x B, bestimmt.

Der weitere Druckanstieg im vollionisierten Was-
serstoffplasma beeinfluflit auch die Warmeleitfahig-
keit senkrecht zum Magnetfeld, da der steigende
Druck der Zunahme von w7, und £27; entgegen-
wirkt. Dadurch wird die reduzierende Wirkung
eines Magnetfeldes auf die Warmeleitfahigkeit bei
hohen Temperaturen wieder vermindert.

T T
60-10% [°K] — T

100

Bei hohen Temperaturen wird der Warmestrom
senkrecht zum Magnetfeld fast vollstindig von den
Ionen getragen, da die Bewegung der Elektronen
wegen ihrer wesentlich héheren Gyrofrequenz stark
gehemmt wird.

Anhang: Formeln und Bezeichnungen

InAd=1In [3 ;T (4—::::_,—;)%] i
Vei=4V2metIn An/(3 Vme(ET)")
Yii= vaei s

vio= (16/3 V7t) ny Qio(kT/m;)",
veo = (16/3 V2 ) ng Qeq (k T/me) ",
voo= (8/3 V) ng Qoo (k T/mg)';

(el. stat. cgs)

(el. stat. cgs)

| 1 1

e 0,825 %y, e 1,37, e 0,8 749,
1 1 e 1
2o = 0825w, - = (1,3 + % V2) vei, — =0,4v;,
0i Tei Tii
i - L + l‘ _ T

T Tii  Tio  TioToi |
il 1.1 11, 1.

Ty Toi  Top Te  Tei Teo®

Te Ti
b ltww AT i@
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